1 Zustiande im Ortsraum

Gegeben seien folgende Zustédnde im Ortsraum:

(i) ¥(x,t) = \/%ei(’“_w” (ebene Welle)

1 T 2
(i) U(r) = —= e_5<“ho> (Harmonischer Oszillator Grundzustand)
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(a) Die Ortsdarstellung des Impulsoperators lautet in einer Dimension p =
—ih-L. Zeigen Sie, dass (i) eine Losung der zeitabhéingigen Schrodinger-

gleichung fiir den Hamiltonoperator H = p?/(2m) (freies Teilchen) ist.
(b) Berechnen Sie jeweils Erwartungswert und Varianz des Impulses

Tipp: Die Diracsche Deltafunktion lasst sich schreiben als
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(a) Schrodingergleichung: ih%llf(x,t) — HU(z,1), einsetzen:
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(b) (i) Erste Moglichkeit: Direkt ausrechnen mit mathematischen Kom-



plikationen:
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Zweite Moglichkeit: Erkennen, dass die ebene Welle ein Impul-
seigenzustand ist
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— (p*) = (hk)?
Daraus ergibt sich die Varianz zu:

Vary (p) = (p°) — (p)* =0
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substituiere x = o,y = dz = op,dy
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2 Zwei-Niveau-System

Ein Teilchen in einem sogenannten Doppelmuldenpotential kann im Grenz-
fall ausreichend kleiner Energie als Zwei-Niveau-System beschrieben werden.
Zwei mogliche orthonormierte Zustédnde in diesem Potential sind
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Die Energieeigenzustinde des Systems sind gegeben durch die
Uberlagerungszusténde
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mit den Energien Ey und Fy = Ey + A
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(a) Zeigen Sie, dass |0) und |1) orthonormierte Zustéande sind und driicken
Sie die Zusténde |L) und |R) in der Basis {|0),]1)} aus.

(b) Das Teilchen befinde sich zur Zeit ¢ = 0 im Zustand |[¥(0)) =
\%(|0>+|1>) Welche Form hat der Zustand |¥(¢)) in der Basis

{]0),|1)} als Funktion der Zeit?

(¢) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach der Zeit t im
Zustand |L) bzw. |R) zu finden?



Losung

(a) Orthogonalitét
(0]1) = %((Rl + (L) (1R) = |L))
%(<R|R> (RIL)+(L|R)=(L|L)=0=(1]0)
Normiertheit
(010) = %(( |+ (L)) (|R) + L))
= J(RIR)+(RIL)+ (LI R)+ (L] L) =1
(1]1) = %(( | = (L) (|R) = |L))
%(<R\R> (RIL)—(L|R)+(L|L)) =1
—_— e e N —

=1 =0 =0 =1

Darstellung von |L) und |R) in der Basis {|0), [1)}

L) = 7(!0> 1))
|R) = 7(!0>+\1>)
(b) Anfangszustand
\‘1’(0)>=7(l0)+|1>) | R)
Schrodingergleichung

0 ~
ih W (1) = HIW (1))

|0) und |1) sind Energieeigenzustéinde

HI|0) = Eo|0)
H|1> = (Eo +A)[1)
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Darstellung von |¥(¢)) in der Basis {|0),]1)}
(W(1)) = co(t)]0) + cx()]1)

Einsetzen in Schrodingergleichung liefert

0 _ Ey 0 Ey+A
aco( ) = Eco(t) und acl(t) s c1(t)
— Co(t) = % e%t und ¢ (t) % 6<EO+A)t
A

(¢) Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Zustand |R) zu finden:
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Pl (0) = (R | W) = | = 01+ o + o
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= i (1 + e%t) = }1 e%%e 2?%75 + eﬁnt)
A A

3 Drehimpuls

D1e Operatoren fiir Ort und Impuls sind in der Ortsdarstellung gegeben als
7 =7 und p = —thV = —ih ((%, By 8‘92)

~
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(a) Driicken Sie den Drehimpulsoperator L = & X 7in der Ortsdarstellung
aus.

(b) Zeigen Sie: [L,, L] := LyL, — L,L, = ihL,

(c) Zeigen Sie, dass die Ortsdarstellung der z-Komponente des Drehimpul-
soperators L, in Kugelkoordinaten gegeben ist durch
- 0

L,=—1h— 1
Zhagp (1)



Losung

(a) Drehimpulsoperator in Ortsdarstellung
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A R R X % y&—z%

(b) Fundamentale Kommutatorrelation des Drehimpulses
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(¢) z—Komponente in Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten

xr = rsin®cosyp
y = rsinBOsing

z = 7rcos®
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