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Diskussion in den Ubungen: Do./Fr., 12./13. Juli

12.1 Lebensdauer des 7-Leptons (1 Punkt)

Das 7-Lepton zerfallt sowohl in Leptonen als auch in Hadronen. Damit ist es ein einzigartiges System

zur Untersuchung der starken und der schwachen Wechselwirkung.

a)

b)

Geben Sie die moglichen Zerfallskanile in fithrender Ordnung fiir das Myon und das 7-Lepton an.

Skizzieren Sie jeweils die Feynman-Diagramme (auf dem Parton-Level).

Schatzen Sie die Verzweigungsverhiltnisse der Zerfalle nach Elektronen, Myonen und Hadronen

ab. Vernachléssigen Sie dabei Unterschiede im Phasenraum.

Stellen Sie einen Zusammenhang her zwischen der Lebensdauer des Myons und der partiellen
Zerfallsbreite I'(1~ — e~ + T, + v7).

Hinweis: Verwenden Sie die Regel von Sargent.

Lebensdauer des Myons:
1 Gym),

T, 192737

mit der schwachen Kopplungskonstanten Gy .

Driicken Sie die Lebensdauer des 7-Leptons durch die partielle Zerfallsbreite I'(7~ — e~ + 7 +v;)
aus. Verwenden Sie das Resultat aus ¢) und die Lebensdauer des Myons, um die Lebensdauer des
7-Leptons abzuschatzen. Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit experimentellen Werten aus dem PDG.
Hinweis:

Masse des Myons: m,, = 105.6583715 £ 0.0000035 MeV /c?

Lebensdauer des Myons: 7, = 2.1969811 % 0.0000022 - 10755

Masse des 7-Leptons: m, = 1776.86 & 0.12MeV /c?

Musterlosung:

W™ — s, ist auch moglich.

b) Myon: 100% nach Elektron.



7-Lepton: Zerfall nach e: p : Hadronen = 1:1:3 wegen des Farbfaktors, also ca. 20% nach Elek-
tronen.

¢) Sargent’s rule:
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d) Weitere Zerfallskanéle fithren zu einer kiirzeren Lebensdauer:

h
Nt~ = e vv,)=—-02

5
=027, (%)
ms

7. =327-107% s

PDG Werte:

7, = 2.1969811 + 0.0000022 - 1065
7 =290.3 £ 0.5 - 107155

Tatséchlich betragt das Verzweigungsverhéltnis 17.83%, damit kann man die Lepton-Universalitét

prazise testen.

12.2 Tropfchenmodell, Bindungsenergie (1 Punkt)

a) Bestimmen Sie die Protonenzahl Z,.;, fiir eine gegebene Massenzahl A, bei der die atomare Masse
m(Z) ein Minimum hat. Vernachlissigen Sie dabei die Paarungsenergie. Stellen Sie Thr Ergebnis
in einem Zi,(N) Diagramm dar, wobei N = A — Z,;,, gilt.

b) Tragen Sie nun die Kernbindungsenergie je Nukleon B(A, Z)/A als Funktion der Massenzahl A
auf. Setzen Sie hierzu den Wert Z = Z;, aus a) ein. In welchem Massenbereich ist B(A, Z)/A

maximal?

Musterlosung:

Hinweis: Fir den Asymmetrie-Energie-Term gibt es in der Literatur zwei unterschiedliche Definitionen
mit um einen Faktor 4 unterschiedlichen Koeffizienten a 4. Hier wird die Konvention aus dem Skript mit
bsym = 23.2 MeV verwendet.

a) Wir leiten die Massenformel partiell nach Z ab und bestimmen die Protonenzahl, fiir die die

Ableitung null wird:

om(Z,A)
07z

be 4bsym



é My — M + 4bsym (2)
2 boA2/3 + 4bsym

- - (3)
~1.983 + 0.0152A42/3

— Zmin =

Man berechnet fiir einen festen Wert von A, mit A = 1 — 300 den jeweiligen Wert von Z.,;,. Die
Anzahl der Neutronen ergibt sich aus N = A — Z,;;,. Man erhélt z.B. folgende Werte:

A Zpin(N) N element
16 7.69223 8.30777 {00
62 27.8983 34.1017  $2Ni
100 43.2489  56.7511  13°Ru
208 82.5589 125.441  2®Pb

Diese Linie der stabilsten Kerne (rote Linie) verlduft im Z(N)-Diagramm unterhalb der Winkel-
halbierenden Z = N (blaue Linie) und entfernt sich von ihr fiir steigendes N.
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b) In dieser Teilaufgabe wird nur die Kernbindungsenergie verwendet und durch A geteilt:

BZA) _ s L, (2= AJ2p

A A4/ 4A A2 (4)

Nun wird in diese Gleichung der Ausdruck fiir Zy,i, aus Teilaufgabe a) eingesetzt. Damit ergibt
sich folgende Kurve. Die stabilsten Kerne befinden sich im Bereich A = 60, wie auch tatséchlich
beobachtet. Der stabilste Kern ist 2Ni (http://dx.doi.org/10.1119/1.17828).

N.B.: Ublicherweise werden die Bindungsenergien in positiver Richtung aufgetragen.


http://dx.doi.org/10.1119/1.17828

Bindungsenergie pro Nukleon

12.3 Energie der Kernspaltung (1 Punkt)

Ab einer gewissen Massenzahl Ag konnen schwere Kerne spontan in zwei leichtere Kerne By, By spalten.

a)

b)

Ab welcher Massenzahl A( ist die Spaltung energetisch moglich unter der Annahme, dass sie
symmetrisch verlauft, d.h. By = By = A/2? Verwenden Sie dabei die Naherung Z ~ N fiir alle
beteiligten Kerne.

Betrachten Sie die Energiebilanz der symmetrischen Spaltung von Californium,
BACf — 27In + 27In.

Welcher Anteil der Californium-Masse wird in Energie umgewandelt?

Musterlésung:

a)

N.B.: Betrachte Terme in der Masse (nicht in der Bindungsenergie)
Die Spaltungsenergie ist gegeben durch F; = —[B(Z, A) — 2B(Z/2, A/2)]. Dadurch ergibt sich

Ef =agA?3(1 = 2Y3) 4 acZ2A7Y3(1 — 27%/3), (5)

Aus der Bedingung E; > 0 erhalten wir A < 0.0551Z2. Mit dem Ausdruck fiir Z, aus 3c) ergibt
sich

A> (1.983 + 0.0152A4%/3)? (6)

0.0551
und mit http://www.wolframalpha.com die Losung A > 96.2.

Der Mutterkern 23*Cf zerfillt in zwei Tochterkerne 137In. Die Energien fiir den Oberflichenterm
und den Coulomb-Term sowie die Spaltungsenergie (in MeV) sind in der Tabelle angegeben.

Oberflache Coulomb Summe

24t 732.86 1078.70 1811.56
—2.42In —2-461.88 = —923.76 —2-339.69 = —679.38 —2-801.57 = —1603.14
Ey —190.90 399.32 208.42

Die relative Energiefreisetzung betrigt 208.42/236681 = 0.088%.



http://www.wolframalpha.com

12.4 Alpha-Zerfall (1 Punkt)

Der a-Zerfall eines Kerns mit (A, Z) lésst sich durch den Tunneleffekt qualitativ erklédren (siehe Skizze).

Hierbei durchtunnelt ein a-Teilchen mit der Gesamtenergie E > 0 die Coulomb-Barriere (vom Radius rg

nach 1), wobei o etwa dem Radius des Tochterkerns (A —4, Z — 2) entspricht. Das a-Teilchen wird weit

entfernt vom Kern mit der kinetischen Energie Fy;, detektiert, welche asymptotisch der Gesamtenergie

FE entspricht.

a)

anziehendes abstoBendes
Kernpotential Coulomb-Potential

v(r) 4

Ein

Geben Sie die potentielle Energie eines a-Teilchens im Coulombpotential des Tochterkerns als
Funktion des Abstands zur Mitte des Tochterkerns bei den Radien rg und r; an. Schéitzen Sie rq

aus der Massenzahl des Tochterkerns ab. Wie grof ist r; als Funktion von E und Z7

Fiir ein Wellenpaket mit Energie F ist die Tunnelwahrscheinlichkeit durch ein Kastenpotential der
Héhe V und Dicke Ar gegeben durch:

T = e—2Am/2m(V—E)/h (7)
Fiir das Coulomb-Potential aus a) ist die Tunnelwahrscheinlichkeit durch
T=e2%¢ (8)

gegeben, wobei z = 11 /rg. Der Gamow-Faktor G lautet

= /dr oV (1) = )/n_m/ rf -1 )

und kann dargestellt werden als

G:2(272)a\/2mc (—V& —1/z + arctan vV — 1) . (10)

Wie héngt die Halbwertszeit T} /o von der a-Energie ab? Auflerdem héngt die Halbwertszeit noch
von der Wahrscheinlichkeit w(a) ab, da8 sich ein a-Teilchen im Kern bildet und der Frequenz f,
wie oft es gegen die Coulomb-Barriere lauft. Nehmen Sie an, dass w(a) gleich eins ist, d.h. stets

Vo

ein a-Teilchen vorhanden ist, und die Frequenz grob abgeschéitzt werden kann zu f = 50>, it

Ekln - mofu2
Berechnen Sie die Halbwertszeiten der folgenden a-Strahler: 8W (E = 2.5 MeV) und 257"Ds
(E =11.6 MeV).

Vergleichen Sie Thre Ergebnisse aus ¢) mit experimentell gemessenen Daten. Welche Annahmen
des Modells kénnen Abweichungen verursachen?



Musterlésung:

2)

Das a-Teilchen hat die Ladung z = 2, der Restkern hat (Z — z), somit ist das Coulomb-Potential
1
V(r) =2ahc(Z — 2)— und Vo = V (ro) (11)
r
ro kann als der Radius des Tochterkerns angenaehert werden.
ro = Ry ~ 1.2fm(A — 4)1/3 (12)

r1 ist der Abstand, ab dem die klassische Bewegung moglich ist, bei dem also E =V gilt

1 1
Vi =V (r1) = 2ahe(Z — Z)T— =F — ry = 2ahc(Z — Q)E (13)
1

Herleitung, nicht verlangt:

Die differentielle Tunnelwahrscheinlichkeit ist

dT = exp (—er\/Zm(V(r) - E)/h) (14)

Ein beliebiges Potential V' (r) ldsst sich in als eine aus diinnen Rechteckbarrieren zusammenge-
setzte Potentialbarriere auffassen. Die Tunnelwahrscheinlichkeit ist dann das Produkt der Einzel-

wahrscheinlichkeiten, also die Integration iiber den Exponenten. Mit T = e~ 2% ergibt sich der

G:/: a2V ) B /h = \/Q;iTE/dr,/f ) (15)

Integral 14sst sich durch die Substitution

Gamow-Faktor

1 IS —2riu
- ./t 1 - - dr= ————d 16
“ r TTiraw " (14 u2)? " (16)

auf folgende Form bringen (u(r1) = 0):

V2mE [ —2ru? o 2u?
=" / du—1_ — 2mE’1/ du—rs (17)
I wo (1 +u?) nJo (14 u?)
Dieses Integral lisst sich dann 16sen (oder nachschlagen):
o 2u? u ] U
A dUm = {arctanu — W:| . = arctanug — m (18)

somit

G= \/2mE%1 <arctanu0 - uO) mit ug = E N (19)

1—|—U,02 T0

r1 von oben einsetzen ergibt das gewiinschte Ergebnis:

G=2(Z-2)ay/ 272_;02 (—Vz —1/z + arctan vz — 1) . (20)

2mc2

(@) (21)

G=2(Z-2)a



Fir z > 1 wird v = (—\/x — 1/x + arctan v — 1) ~ /2 und damit

2mc2

G=(Z-2)ar Z

(22)

Wir benutzen aber weiterhin Gl. (21).
Die Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit A setzt sich zusammen aus der Frequenz f, mit der das
a-Teilchen gegen die Potentialbarriere sto83t, der Tunnelwahrscheinlichkeit 7" bei einem einzelnen

StoB, und der Wahrscheinlichkeit, ein a-Teilchen im Kern zu finden w(a):

A= fTw(a) = fe >%w(a) = ;—:;e_QGw(a) = 7'22?716_2Gw(a) (23)

Die Halbwertszeit ist In2
n
T1/2 = T (24)

Mit w(a) = 1 und m, = 3727MeV/c? ergeben sich die folgenden Werte:

E Z 71 r=ri/ro ~(x) G f (102157 1)
180W  25MeV 74  6.61fm 82.8fm 12.53 1.013 58.16 0.83
218pg 6.1 MeV 84  7.17fm 38.7fm 5.39 0.737 30.85 1.20
26"Ds  11.6 MeV 110 7.69 fm 26.8 fm 3.49 0.553 22.11 1.54

Tl/2 exp. T1/2

180w  8.67-10' a 1.8-10'% a

218po 364103 s 180 s

267Ds  7.2ms 3.1 us
Fiir 2°°Pb mit F ~ 0.517 MeV (aus der Massendifferenz zu 2°4Hg) ergeben sich Halbwertszeiten
> 101284,

Dieses Modell kann qualitativ den sehr groflen Bereich der Halbwertszeiten fiir a-Zerfélle iiber hier
von mehr als 22 Grofenordnungen beschreiben. Allerdings hidngen die absoluten Werte empfindlich
von der Wahl fiir ry ab. Beispielsweise fiihrt bei 267Ds eine relative Anderung von 1o um 25% zu

einer Anderung der Halbwertszeit um mehr als 3 GréSenordnungen.
Moégliche Erklarungen fiir weitere Abweichungen:
- Es muss sich im Kern erst ein a-Teilchen bilden, hier ausgedriickt durch w(«)

- Die kinetische Energie im Kernpotential is E + V{, mit Vj in der Gréflenordnungen der asympto-
tischen Energie.

- Die Kerne haben keinen scharfem Rand, die errechneten Lebensdauern hingen stark von rg ab.
- Nicht alle Kerne sind kugelférmig, fiir deformierte Kerne ergeben sich grofiere Abweichungen

- Drehimpuls wird nicht beriicksichtigt




